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SUMMARY
The paper describes an indexing scheme that allows the error-free
computation of some two-dimensional operations as one-dimensional
ones. In particular, the conditions which must be satisfied to compute
DFT's and circular convolutions in this way are derived, together with
the computational effort required. This makes it possible to take full
advantage of some very fast linear devices, such as CCD's and SAW'S.
A CCD implementation of circular convolutions which, by using the
proposed indexing scheme, allows to save up to 50% shifts is given.
Finally, the reordering of elements underlying each two-dimensional
operation is characterized by studying the results of composing a direct
and an inverse 2D-1 D mapping.
1. I NTRODUCCIO
1. 1. Alotivacio i objectius
Les imatges son modelitzades habitualment mitjancant funcions
reals bidimensionals. Per a processar-les digitalment cal, en primer 11oc,
discretitzar aquestes funcions i aplicar, seguidament, algorismes que
sovint comporten l'avaluacio numerica d'operacions, tals com convolu-
cions i transformades, en dues dimensions. Aquestes operacions son
extremament costoses en temps de computacio, fet que restringeix, i
en certs casos fins i tot impossibilita, la seva implementacio en sistemes
Aquest treball es un resum de la tesi de llicenciatura presentada per 1'autora a
la Facultat de Matematiques de la Universitat de Barcelona, el gener de 1983.
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industrials de visi6, sotmesos a unes restrictions considerables quant a
temps de resposta.
No es estrany, doncs, que hagin proliferat darrerament els intents
d'accelerar el calcul d'aquestes operacions, tant des del punt de vista
algorfsmic (Kim i Strintzis, 1980; Feather et al., 1980; Mueller et al.,
1980; Jenq, 1981 ; Johnson i Jain, 1981), corn des del punt de vista de
la seva implementacid electronica (Gilbert et al., 1976; Winston, 1978;
Reddy i Hon, 1979; Duff i Levialdi, 1981).
D'altra banda, recentment han comencat a esser utilitzades per al
Processarnent Digital d'Imatges tecnologies Charge-Coupled (CCD's)
i Surface Acoustic Wave (SAW), que s6n intrinsecarnent unidimen-
sionals, ja que funcionen per desplacarnents de carregues (Miller i Zim-
merman, 1975; Nudd, 1977; Willett i Bluzzer, 1977; Barbe et al.,
1978, 1980;Gersho, 1979).
Motivats, doncs, d'una banda per la necessitat d'accelerar el calcul
d'operacions bidimensionals tals coin la TFD i la convolucid circular,
i d'una altra, pel recent desenvolupament de dispositius CCD's i SAW's
encarats al tractament de dades unidimensionals, ens fixarem corn a
objectiu 1'estudi de possibles transforrnacions de dades bidimensionals
en unidimensionals, de manera que el resultat d'efectuar una operacid
sobre aquestes Jades unidimensionals aproximes, dins un cert interval
de precisid, el que s'obtindria en efectuar la mateixa operaci6 sobre les
dades bidimensionals.
La troballa d'un tipus de transforrnacions (que anomenarem corres-
pondencies 2D-1 D i denotarem ^Pab) que permet, no solament "aproxi-
mar", sind tambe calcular d'una manera exacta operacions bidimensio-
nals mitjancant una 6nica aplicaci6 de l'algorisme unidimensional
corresponent, ens irnpulsa a centrar el nostre estudi en aquest tipus
concret de transformacions.
1.2. Antecedents historics
El present treball se situa en el terreny de 1'aplicaci6 de resultats
de la Teoria Elemental de Nombres al desenvolupament d'algorismes de
Processarnent Digital de Senyals (McClellan i Rader, 1979). Horn pot
distingir, en principi, dos tipus d'algorismes: els que resulten d'aplicar
els resultats esmentats als valors numerics de les dades i els que deriven
d'aplicar-los a les positions ocupades per les dades. Els primers exploten
les propietats de les transformades definides sobre cossos finits, tals
com la transformada numerica de Fermat o la de Mersenne. El treball
realitzat s'enquadra en el mart del segon tipus l'algorismes, entre els
quals es obligat d'esmentar l'algorisme de Good (1968, 1971) i el de
Winograd (1978). El primer guarda una relacid directa amb el contingut
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d'aquesta tesina, ja que es basat en les correspondencies Sino i Rurita-
rian, que son un cas particular de les correspondencies 2D-1D i 1D-2D
estudiades.
Un precedent d'origen considerablement diferent , pero que tambe
preten d'accelerar el calcul de convolucions bidimensionals , be que en
aquest cas continues i periodiques, es la tecnica desenvolupada per
Bucy et al. (1977 ) en el context de la desmodulacio optima de fase, i
consisteix a aproximar la convolucio bidimensional per una d'unidimen-
sional. No solament es aquesta idea subjacent igual a la nostra , sing que
el procediment que utilitza per a construir 11 funcio unidimensional a
partir de les dades bidimensionals ens suggeri precisament la definicio
de les correspondencies 2D-1 D, previa introduccio - es clar- de les
modificacions pertinents quant a discretitzaci6 i condicions a complir
per les longitude de les dimensions.
2. CORRESPONDENCIA 2D-ID
2.1. Definicio i propietats
Donats N, , N2 e IN i a, b e Z, definirem l'aplicacio:
^Oab: ZNlN2-ZNl x Z'N2
n (n1, n2 ) _ (< an> N1 , < bn> N2 )
Proposicio 1. 'ab = ^Pa'b' si i nomes si <a - a'>N 1 = 0 i <b - b'>N 2 = 0.
Corol•lari 1.1. El nombre d'aplicacions ^Pab es (N, N2).
Quan la periodicitat de ZN1 i ZN2 es representada espacialment per
mitja de la repeticio, els punts imatge per a qualsevol aplicacio ^Pab de-










Fig. 1. Representacio estesa de l'aplicacio
11. 1 1
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Proposicio 2. El periode T de 1'aplicacio w,,b tal com ha estat definit es:
T = -
N, N2
(a, N ^ b N2 )
N, N2
ri ^ , ,
(a,NI) (b,N2)
I)emostracio. El periode sera donat peI minim T I E 7GNI N2 no nul,
que satisfaci l'equacio:
^Oab(n) = 0
cs a dir, el sisterna:
<an>NI = 0
<bn>N2 = 0
S'ha de verificar, doncs, que:
a N,
I1 = q,(a, N,) (a, N, )
b N2
n q2
(b, N2) (b, N2 )
Com que:
a N, b N2




(a, N1) / (a, N, )
N2 N2
Il, (b, N2) (b, N2 )
El minim IT que verifica cs doncs el minim coma multiple de
N, N2
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Corol•lari 2.1. L'aplicacio ^Pab es bijectiva si 1 nomes si
(N1 , N2) = (a, N,) = (b, N2) = 1
Corol•lari 2.2. Nomes podran esser definides aplicacions ^Pab bijecti-
ves quan (N1 , N2 = 1, i, en aquest cas, el nombre total d'aquestes sera
O(N1) c5(N2)•
Proposicio 3. La inversa d'una aplicaci6 bijectiva del tipus conside-
rat Pab, es donada per:
`Falb : ZN1 a ZN2 ------O--7NJ N2
(n1 , 1 1 2 ) (n) = <n1 U1 N2 + n2 U2 N, >N1 N2
on U1 i U2 son les solutions del sistema d'equacions:
<a U1 N2 >N1 = 1
<b U2 N1 >N2 = 1
Dcmostracio. En primer lloc, dab es una aplicacio ben definida, ja
que, en virtut del Corol•lari A.2.1(*), el sistema d'equacions to sempre
una solucio:
U1 = <(aN2)O(N1)-1>N,
U2 = <(bN I )0(N2) -1 >N2
que, segons el Corol•lari A.2.2, es unica. A mes, es verifica que:
_1
^Oab° 'dab = IdZN, N2
1
v%ab" Vab= IozN1 s ZN2
on 1dx es l'aplicacio identitat en el conjunt X.
En efecte,
(IPab 0 ^Pab) (n) = 'dab (,Fab (n)) = 1Pab (<an>N1 , <bn >N2 )
<<an>N1 U1 N2 + <bn>N2 U2 N, >NIN2 =
=<<an>N1 <(aN2)0(N1)-1>N, N2 +
Les propositions i corol•laris assenyalats amb la Iletra A es troben a 1'apendix A.
[Butll. Soc . Cat. Cien], Vol. V, 1985
182 CARME TORRAS I GENTS
+ <bn>N2 <(bNl)O(N2) -1 >N2 N1 >N1N2 =
_ <<n>N1 <N2 (N,)-1 N2 + <n>N2 <N^(N2) 1>N2 N1 >N1 N2
on en el darrer pas ha estat aplicat el Teorema d'Euler:
<a0(N1)>NI = <0 (N2) >N2 = 1
El Teorema del reste xines ens garanteix que 1'express16 obtinguda
es igual a n i, conseguentment,
(,Gab ° ^Oab) (n) = n, VII e ZN1 N2
D'una manera semblant:
(,Pab°^Pab) ( n1, 112 ) Pab ('Gab ( n1 , 112 ))
Pab (<n1 < (aN2)O(N1)-1>N1 N2 +
+ n2 <(bN1 )0(N2)-1>N2 N1 >N1 N2)
(<an1 aO(N1) 1 NO(N1)>N1,
<bn2 bO(N1)-i N1o(N1) -1 NIo(N2) >N2) _
= (<nl > N1 , < n2 >N2) _
= (111 , 112 )
on tambe ha esta aplicat el Teorenla d'Euler:
<aO(N1)>N1 = <b$(N2)>N2 = <N(N1)>N1=
<NO(N2)>N2 = n
A partir d'ara, considerarem nomes aplicacions ;ab bijectives (fi-





Fig. 2. A licacio bijectiva Iai la seva inversa I^• P J b `Pa1b•
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sentar vectors com matrius i lnatrius com 'vectors, essent unica la
correspondencia entre les representacions unidimensionals i bidimen-
sionals.
2.2. Utilitzacio per al cdlcul de la TFD
2.2.1. Conditions
Proposicio 4. Si es verifiquen les segUents conditions:
(1) (Ni, N2) = 1
(2) f(nl , n2) es una funcio discreta de dimensions N1 x N2
(3) F (wl , w2 ) es la seva transformada de Fourier discreta
(4) f(n) i F(w) son les seves corresponents representacions
unidimensionals, definides per:
f (n) = f (Gab (n)) 1 F(w) = F (^Pa'b' (w))
llavors F(w) sera la transformada de Fourier discreta de f (n) si i nomes
si les dues aplicacions bijectives Pab i 1Pa'b' satisfan les conditions se-
guents:
<aa'>N1 = <NO(N1)-1>N1
<bb'>N2 = <NO (N2) -1>N2
Demostracio. Pel fet d'esser F(wl , w2 ) la TFD de f(n1 , n2 ):
N1-1 N2-1
WN' FY IF (w1
,
W2 ) = E f(nl , n2
nl=o n2=o




En virtut de la bijectivitat de ^Pab i ^Pa'b', i segons les definitions de
f (n) i 171(w), podem rescriure l'anterior equacid de la manera seguent:
N1-1 N2-1
F(^'-a'b, (wl,w2)) _ f( tpab (nI,n2 )) WN1^"1 W°^2 2
n1=o n2=0
IV
[Butll. Soc . Cat. Cien.], Vol. V, 1985
184 CARME TORRAS I GENIS
w, = 0,1, ... N, - 1
w2 = 0,1,... N2- 1
Substituint ara ^oa1'b' (w, , w2) per w i ^pa'b (n1 , n2) per n, i conse-
sbentment, n1 per <an>N1 , n2 per <bn>N2, W, per <aw>N1 i w2 per
<bw>N2 , obtindreni:
1-
(w) N1N2 1 f(n)
wN 'w , wNnb'w
n=o z
w = 0,1, ... N1N2 - 1
on ha estat utilitzada la bijectivitat d'ambdues aplicacions 'Pab i IPa'b'
per a reordenar convenientment els ternies de que consta el sumatori,
aix i corn lesequacions.






n = 0,1.... N,N2-1
w= 0,1,...N1N2-1






w = 0,1 , ... N, N2 - 1
La qual cosa es verificara si i nomes si:
<aa'N + bb'N>N,N2 = 1
que, pel Tcorema dcl reste sines, cquival a que:
<aa' Nz >N1 = 1
<bb'N, >N2 = 1
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I, segons el Corol•lari A.2.1, aixo es el mateix que:
<aa'>N1 = <NO(NI)-1>Nr
<bb'>N2 = <No(N2) -1>N2
corn voliem denlostrar. n
Per a fer mes explicit el significat de la proposicio anterior, utilit-




2 -- U TFD
1-D TFD
T.: b'
en el qua] cal interpretar que les aplicacions ^Pab 1 'Pa'b' actuen sobre el
conjunt d'fndexs de les funcions, mentre que les TFD's actuen sobre els
valor de les funcions.
La proposicio afirma que el diagrarna commuta si i nomes si es veri-













N m W 0
Fig. 3. P roces de calcul de la TFD d'una ima tge de dimensions 64 x 63, mitjanrant
les aplicacions Y3,1 I ^P21 .
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Corol•lari 4.1. Si (N1 , N2) = 1, donada una aplicacio ^Pab bijectiva,
sempre existira una altra aplicacio bijectiva ^Pa'b' que, juntament amb
la primera, permetra de calcular qualsevol TFD bidimensional d'una
funcio discreta de dimensions N1 x N2. mitjancant 1'avaluaci6 d'una
unica TFD unidimensional de longitud N1 N2 .
Aixf, doncs, una de les dues aplicacions necessaries per a calcular
una TFD bidimensional corn si fos unidimensional podra esser escollida
a voluntat, i 1'altra quedara flavors determinada per les conditions enun-
ciades a la Proposicio 4.
Cal observar que si la parella d'aplicacions ^Pab i 10a'b' --de les quals
la primera actua sobre els fndexs de les funcions i la segona sobre els
fndexs de les seves transformades de Fourier discretes- permet de con-
vertir una TFD bidimensional en una TFD unidimensional, la parella
d'aplicacions ^Pa'b' i ^0ab -els dominis d'aplicacio de les quals han estat
intercanviats- tambe perrnet de dur a terme la conversio.
Corol•lari 4.2. Si (N1 , N2 ) = 1, la parella d'aplicacions
^0 1,1 <Nzw(NI)-1>N1 <Nio(N2)-1>N2
perrnet de convertir la TFD bidimensional de qualsevol funcio discreta
de dimensions N1 x N2 , en una TFD unidimensional.
Mencionern que aquesta parella fou la utilitzada per Good (1971).
Corol•lari 4.3. Si (N1 , N2 = 1, el nombre de parelles d'aplicacions
^Pab i ^Pa'b' que perrneten de convertir una TFD bidiniensional d'una
funcio discreta de dimensions N1 x N2 en una TFD unidimensional
es 0(N,) ¢(N2).
Dues condiseracions finals. Prirnera, la Proposicio 4 perrnet tant de
calcular TFD's bidimensionals convertint-les en unidimensionals corn a
la inversa, es a dir, calcular TFD's unidimensionals descomposant-les
en bidimensionals. L'unic requeriment es que la longitud de la TFD
unidimensional sigui descomponible en el producte de dos nombres
primers entre si. Segona, aixo que horn ha fet per al cas bidimensional
pot esser estes al cas multidimensional.
2.2.2. Esforc computational
Prenent 1'algorisme FFT coin a base, podeln conlparar l'esfor4
computational derivat d'utilitzar les aplicacions ^Pab per al calcul de
la TFD, amb el requerit pel procediment bidimensional habitual, con-
sistent en 1'avaluaci6 de les TFD's unidimensionals de les files seguida
de la de les columnes.
Tenint en compte els resultats de 1'apendix B, calcularern, en printer
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floc, l'esforc requerit per a avaluar la TFD d'una matriu quadrada de
2" x 2° valors complexos.
# MCC (2-D) = 2 N [ (--_
1) N + l
= n N2 - 2N2 + 2N
# SCC (2-D) = 2nN2
que, traduit a operacions reals, es:
#MRC(2-D) = 2N [4 [
( 2
-1)N+ 1
= 4 n N 2 _ 8N2 + 8N
IF
n
#SRC(2-D) = 2N [2nN + 2 (2 1) N
+ I
= 4nN2 + 2nN2 -4N2 + 4N =
= 6nN2 -4N2 +4N
II
Si ara suposem que la funci6 original de partida es real, llavors les
TFD's de les files actuaran sobre valors reals, mentre que les de les
columnes ho faran sobre valors complexos. A mes, cal tenir en compte
que les TFD ' s de les files seran simetriques respecte a llur part real i
antisimetriques respecte a llur part imaginaria ...,Pel fet que si F(w) es
la TFD de f (k), llavors F* (w) es la TFD de f* (k), sera suficient de
calcular la TFD de les ( N/2 + 1) primeres columnes i dur a terme a con-
tinuaci6 les assignacions segiients:








que ens proporcionaran els valors de les columnes restants. L'esforrc
cornputacional requerit en aquest cas sera doncs:
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N l N
# MRR(2-D) = N (2n 3) 2 2 I + ( 2 + 1) [(2n 4) N + 4] _
N2 N2
=(2n-3) 2 -2N+(2n4) 2 +2N+(2n-4)N+4=
N2
(4n 7) - + (2n - 4) N + 4
# SRR(2-D) = N
I







(6n--1)- + (3n-9)N+ 2
2
A fi d' establir la cornparacio que constitueix I'objectiu d'aquest
apartat, procedirem ara a calcular 1'esforc computacional que com-
porta 1 ' avaluaci6 de TFD' s bidimensionals fent us de les aplicacions
PPab• Com que l'escombratge de la imatge seguint una Iinia de pendent
adient pot esser fet per rnitjans electronics , l'esforc computacional
quedara redui ' t al comput d'una TFD unidimensional de longitud
N2 = -)2n
# MCC (1-D) = nN2 - N2 + 1
# SCC (1-D) = 2nN2
1, traduint'ho a operations reals:
MR, (1-D) = 4nN2 - 4N2 + 4
SRC(1-D) = 4nN2 + 2nN2 - 2N2 + 2 = 6nN2 - 2N2 + 2
Si, a mes, imposern que tots els valors sobre els quals horn calculara
la TFD siguin reals, resultara:
2 N2
MR(- N(1-D) = [2(2n) - 3]
2
- 2 = (4n - 3) - 2
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- 8# SRR (1-D) = [3(2n) + 1]
2 2




Observem, doncs, que 1'esforc computational requerit es lleuge-
rament rues gran si hom utilitza les aplicacions ^Pab, tendint a esser el
mateix quan N tendeix a infinit.
2.3. Utilitzacio per al calcul de convolucions circulars
2.3.1. Condicions
Proposicio 5. Si es verifiquen les segiients condicions:
(1) (N1 , N2 ) = 1
( 2) f(nr , n2 i g ( nr , n2 ) s6n funcions discretes de dimensions
Nr x N2
(3) (f*g) ( k1 , k2 ) es la seva convolucid circular bidimensional
(4) f(n), g( n) i (f g) (k) s6n les seves respectives representacions
unidimensionals , definides per:
f (n) = f (,Pab (n))
g(n) = g(^Pab (n))
(f g) (k) = (f * g) (1Pa'b' (k))
llavors (f g) (k) sera la convolucid circular unidimensional de f-(n) i




Demostracid. Pel fet que (f g) (k, , k2 ) es la convolucid circular





, n 2 ) g(<kl -nr >Nr , <k2 -n2 >N2 )
nl = o n2= 0
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k, = 0,1,...N1 -1
k2 = 0,1,...N2 1
Prenent ^Pab ( n) = (n, , n2 ) i ^0a'b' (k) = (k, , k2 ), i conseguentment,
n, <an>N n2 = <bn>N 2, k, = <a'k>N 1 i k = <b'k>N 2, la bijecti-
vitat de ^Pab 1 Ga'b' unplica:
N,N2-1
(f *g) (^Pa 'b' (k)) = E f( wab (n )) g(<a'k-an>N1 , <b'k-b"> N2 )
n=o
k = 0,1,...N,N2 -1
Per definicio de f(n) i g(n):
N1N2-1
(f*g) (^Oa'b' (k)) = E f (n)g('Pab (<a'k-an>N1 , <b'k-bn>N2 ))
n=o
k = 0,1.... N,N2 1
El segon membre d'aquesta equaci6 sera la convoluc16 unidimensio-
nal de T(n) i g(n) si i nomes Si:
`Oab (<a'k-an>N1 , <b'k-bn> N2) _ <k-n> N, N2
k = 0,1.... N,N2 1
n = 0,1.... N,N2 1
0, allo que es la mateixa cosa:
<a'k - an>N1 = <a <k-n>N,N2>N,
<b'k - bn> N2 = <b <k-ii >N i N2 > N2
Com que << x> N1 N2 >N1 = <x >N1 , podem rescriure:
<a'k an>N1 = <a (k-n) > N1
<b'k - bn>N2 = <b (k-n)>N2
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I, efectuant operacions amb les aritmetriques modul N, i N2 , obtin-
drem:
<(a' - a) k> N1 = 0
<(b' - b) k>N2 = 0
Per tant,
k = 0,1,...N,N2 -1
a' = a
b' = b
que es precisament allo que volfem demostrar. n
Analogament a allo que hem fet arnb la Proposicio 4, referirem la
5 al diagrarna segiient:
f(n1,n2 ) , g(n1,n2)
* 2 - D
- (f*g) (n, , n2 )
A alb 1 1 'Pab
f(n) (n)
I - D (f*g) (n)
en el qual les convolucions (*) unidimensionals i bidimensionals actuen
sobre els valors do les funcions, rnentre que ^Pab ho fa sobre el fndexs.
La Proposicio 5 afirma que aquest diagrama es comrnutatiu si i
nomes si es compleixen les conditions enunciades. La commutativitat
del diagrama equival al fet que convolucions circulars bidimensionals
puguin esser calculades com unidimensionals via aplicacions ^Pab bi-
jectives.
Corol•lari 5.1. Si (N,, N2) = 1, hi ha w (N1) (N2) aplicacions IPab
bijectives que permeten de calcular convolucions circulars bidimensio-
nals de funcions discretes de dimensions N1 x N2 , mitjancant l'avalua-
cio d'una sola convoluci6 circular unidimensional.
Tambe aquf, com en el cas de la TFD, hom pot fer una lectura
alternativa de la Proposicio 5, en el sentit que, sota certes condicions,
garanteix que una convoluci6 circular unidimensional pot esser calculada
com si fos bidimensional. El resultat enunciat per al cas bidimensional
es generalitzable al cas multidimensional.
2.3.2. Implementacio mitjancant CCD's
La implementacio de la convoluci6 circular bidimensional fent us
d'aplicacions ^Oab pot fer mes eficient el proces de calcul (disminuir la
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seva duracio) en certs casos que explicitarem al llarg d'aquest apartat.
lliguem, en primer lloc, que un CCD es un dispositiu que permet
d'enmagatzemar senyals analogies mostrejats, en forma de paquets de
carrega ai'llats de valor proportional a 1'amplitud del senyal en els
diferents instants de mostratge. Aquests paquets de carrega poden
esser despla^ats d'una posicio a una altra induint un potential sufi-
cientment gran en la direccio i el sentit desitjats dins el pla del dispo-
sitiu. El ritlne de despla^ament pot esser controlat digitalment, la
qual cosa proporciona una gran f7exibilitat de disseny, especialment
adient per al processament de senyals.
Per morius economics i tecnologics, la disposicio mes comunament
adoptada es la unidimensional. Els CCD's d'aquesta mena funcionen
tom a shift registers. Amb factual tecnologia del silici, han estat assolides
velocitats de despla^arnent de paquets de carrega fins de 200 NiHz. i
sembla probable que en un futur no molt llunya hom arribi als 900 MHz.
Suposem que disposem d'un uric dispositiu de longitud Nz i volem
calcular la convolucio de dues matrius f i g de dimensions N, ^ N^ .
Utilitzant el procediment bidimensional habitual, introduiriem la pri-
mera fila do f en el dispositiu (Nz shifts), carregariem la primera fila
de g en els Nz multiplicadors associats i obtindrienl una porcio de
(f*g) (0,0), tal tom nlostra la figura 4 (a). Seguidamcnt despla^ariem
Nz -1 vegadcs els valors en el dispositiu lineal (Nz -1 shifts) i obtindriem
les portions corresponents de tots cls elements de la primera fila de (f^g}.
















^ ^o f! y.O CI
fIM n21
gIk,01
^k } i g I(nf. k)Nf n2
Fib. 4. Implementacio mitjan^ant CC1^'s del ailcul de la convolucio circular bi-
dimensional.
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Fet aixo, i sense modificar els valors dels multiplicadors, procedirfem
a introduir els valors de la segona fila de IF en cl'dispositiu unidimensio-
nal (N2 shifts) i desplacarfem N2 -1 vegades els valors (N2 -1 shifts),
obtenint les porcions corresponents a la segona fila de f*g, i aixf sue-
cessivament fins a la fda N1 . Llavors, carregarfem els multiplicadors
amb els valors de la segona fila de g i durfem a terme de nou tot el
proces anterior, llevat que comencarfem per la fila N1 de f, estalviant-
nos N2 -1 shifts. La figura 4 (b) mostra una representacio generica del
proces. El nombre total de shifts necessaris seria:
# SH1 (2-D) = (2N2 -- 1) N1 N2 - N2 (N1 1) =
= 2N2 N; - N, - N2 N1 + N2
Si, en hoc de disposar d'un unic CCD de longitud N2, en disposes-
sim de N1 , podrfem dur a terme el proces en parallel per a tots cls
valors de k en la figura 4 (b), es a dir, omplirfem cada conjunt de N2
multiplicadors amb una fila de g. El nombre total de shifts en aquest
cas seria:
# SHN1 (2-D) = ( 2N2 - 1) N1
En cas d'implementar la convolucio circular bidim e nsional fent is
d'aplicacions ^pab , introduirfem els N2 primers valors de f en el dispositiu
CCD (N2 shifts), carregarfem els N2 de g en els multiplicadors 1 obtin-
trfem una part de (f*g) (0,0), tal com podeln veure la figura 5 (a).




I(<n.N2-1> N1 N2 ) 11m.µ2-2> N1N2 fl<n.N2-i> N1N2
(k N2.21 glk N2.)
F
i I 1 1
g(NIN2-1)





- Ak 1 . g (< .N2.n) N,N
Fig. 5. Implementacio mitjancant CCD's del calcul de la convolucio circular uni-
dimensional.
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Seguidament, desplacarfem N, N2 -1 vegades els valors en el dispositiu
unidimensional (N, N2 -1 "shifts") i obtindriem les portions correspo-
nents a tots els elements de f*g. Fet aixo, carregariem els multiplicadors
amb els valors g(N2), g(N2 + 1).... g(2N2 - 1) i duriem a terme de
nou el proces anterior, estalviant d'aquesta manera els N2 shifts necessaris
per a omplir el dispositiu unidimensional, perque ja fora ple. La figura
5 (b) mostra una representacio generica del proces. El nombre total
de shifts necessaris seria:
# SHI (I-D) = N2 + (N, N2 - 1) NI =
= N; N2 -- N, + N2
Si en floc de disposar d'un unic CCD de longitud N2, en disposes-
sirn de N, , podriem dur a terme el proces en parallel per a tots els
valors de k en la figura 5 (b), es a dir , carregarfern tots els multiplica-
dors disponibles amb segiiencies de N2 valors consecutius de g. El
nonrbre total de shifts en aquest cas seria:
# SHN1 ( 1-D) = N2 + N, N2 - 1
Comparant ara els casos bidimensional i unidimensional , observem
que la utilitzacio d'aplicacions ^Pab comporta un estalvi considerable en
termes de nonrbre de shifts. Aquest estalvi tendeix al 50% quan N,
tendeix a infinit, tant en el cas de disposar d'un unic CCD de longitud
N2 com en el cas de disposar -ne de N, .
3. COMPOSICIO DE CORRESPOND ENCIES 2D-ID i 1D-2D
En aquest apartat estudiarem les autoaplicacions de Z'NI x ZN2
obtingudes en compondre una aplicacio inversa ^oab amb una aplicacio
directa ^Pa'b' (figura 6). Aquest tipus d'autoaplicacions permet de des-
I
Fig. 6. Autoaplicacio (IPab ° va'b')-
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criure la reordenac16 d'elements subjacent al proces de calcul de la TFD
i la convoluc16 circular, quan hom utilitza les aplicacions IPab •
3.1. Caracteritzacio de les autitoaplicacionis (^Pd`b o IPa'b')
Establirem, en primer lloc, unes convencions de notacio:
^Oa1b ( n1 , n2) =
nab
on n, nab
'Pa'b' (nab) _ ((n)i,
(n
ab ( n ab
E ZNI N2 n1, a'b' ) I E ZNI n2 , a'b')2
(na"e ')2
E ZN2'
Quan els dos superindexs o els dos subindexs siguin iguals a la uni-
tat, els suprimirem:
^011,1 (n1, l2 ) _ p 1 (n1, n2) = n1,1
^P1,1
(nab)
= IP(nab) = ((n1,1 )I, (nib )2)
= n
((nab)1 , (nab )2 )
Hom dedueix d'aquestes conventions que:
b
ab ab )2IPab (sla) _ ((nab)1 , (nab _ (n1 , 112
L'aplicacio PI, j ens permetra de rescriure cadascuna de les proposi-
tions que es verifiquen a ZNI x ZN2 , en termes d'elements de ZNI N2 I
viceversa, d'acord arnb les correspondencies seguents:
^O 1, 1 (nab') _ ((na b')1 , (na b')2
b
1 1 , 1 ((n ' b
,
) I , (na b ') 2) = nab'
ja que, en virtut del Corol•lari A.1.1, les surnes i productes a 1'espai
ZNI N2 poden esser rescrits com sumes i productes
component a com-
ponent a l'espai ZNI x ZN2 •
Proposicio 6. na b' = <la b' • n> NI N2 •
Demostracio. Per definicio de nab' i de les aplicacions IPab
tlab^'
_ (Pa'b' ° Pab) (n) = Pab[;a'b' (n)] = Pa- lb (<a'n>N1 , <b'n>N2 )
= <<a'n>NI <(aN2 )0(N1)-1>NI N2 +
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+ <b'n>N2 <(bN, )0(1`12)-1 >N2 N,
> N, N2
=
= <na'a0(N1 )-1 N2 O(N1) + nb'b0(N2)-1 N(N2 )> N1 N2
= <<a'a0(N1)-1 N2O(Ni) + WO (N2)-1 N1 (N2)>N1N2
Fent n = 1:
n>N1N2
lab' = <a'aO(N1) I N2O(N1) + b'bO(N2) ' N,O(N2)>N,N2
I, en consegiiencia:
n b' _ <1 gi b' n>N,N2
que es a116 quc preteniem demostrar. n
Aixf, la imatge d'un element (n, , n, ) de 1'anell ZN, x ZN2 per('autoaplicaci6 (wad es el resultat de multiplicar-lo component
it component per la imatge de l'element unitat (1 ,1).
Corol•lari 6.1. Qualsevol autoaplicaci6 (^O_A, o ^0a,b') es determinada
unfvocament per la imatge de qualsevol element (m, , m2 ) e ZN, x ZN2
tal que (m, , N,) = (1112 , N2) = 1 .
Corol•lari 6.2. Una autoaplicaci6 (Pb,a° 'Pab') es w1 autoniorfisnie
si 1 nonles si la imatge de 1'element unitat (1 ,1) es idempotent.
Proposicio 7. (la b', N) = 1, on N prendra cis valors N, N2, N, o
N2 , segons que hom interpreti l'enunciat a ZN, N2, ZN, 0 ZN2
.
Proposicio 8. Si (n, N, N2) = 1 , flavors IPN1 i I !b,b'e 1 N2tals que 1 ab = 1
'b' = n.
Definireni ara 1'operaci.6 interna 0 dins el conjunt
J^ c Autdaplicacions (ZN, x ZN2): ^ (n,, n2) = (n,, n2)
Donats dos elements ,, 2 del conjunt esmentat:
111
(-^, 0 1^2) (1,1)
_ 1 0 2) 2 1 (1,1))
I per la Proposici6 6:
(^ 1 0 ^2) (1,1) _ 1 (1,1) 2 (1,1)
Observeu que, en general, 1 O ^ 2 1 2, encara que coinci-
deixin per a (1.1).
[Butll. Soc . Cat. Cien.], Vol. V, 1985
CONVERSIO DI, TFD's 197
De les tres anteriors proposicions es despren la seguent caracteritza-
ci6 de les autoaplicacions
Proposicio 9. Els quatre grups multiplicatius seguents s6n isomorfs:
(a) (l (gab ° IPa'b') ^ , - ) =
^ e Autoaplicacions (ZN, x ZN2): (n,, n2 ) = (n,, n2) • i (1,1)
^ e Endoaplicacions (ZN1 x ZN2): ii (n, , n2) = (n,, n2) (1,1)
1 ( ( '^ ( 1 , 1 ) ) ^ . N 1 ) = ( ( ^ (1,1))2, N2) = I I ,^)
(b) ( { 1 abb' , ) _ ({ 1
ab
, ) _ ( 1 a'b' } , •) _ (IPN, N2 , •)
(c) ( (iL, , 2) E Endoapl. (ZNi) x Endoapl. (ZN2 ): i ( ni) = ni • ^i (1 )
i(^j(1),Ni) = 1, i= 1, 2 , 0)
(d) ( { l1a b)i } x { (1 i b'J2 } , •) _ (>PN1 X 1PN2,.)
Demostraci6. De la Proposici6 6 se segueix que:
{ (,Pab ° Pa'b') } C { e Autoaplicacions (ZN, x ZN, ):
(n1 , n2) _ ( n1 , 112 ) - ^ (1,1) l
1, per la Proposici6 7 i el Corol•lari A.2.2, les autoaplicacions consi-
derades s6n totes bijectives.
D'altra banda, segons el Corol•lari A.2.2, condici6 necessaria i suffi-
cient pcrque qualsevol endoaplicaci6 0, que verifiqui 0 (n,, n2) _
(n,,n2)•O (1,1),siguibijcctivaesque((0 (1,1))2iN2)=1.
La Proposici6 8 garanteix finalment que qualsevol endoaplicaci6 W
d'aquest tipus pot esser escrita (^Pa-b1 ° 'Pa'b')-
Queda aixi demostrada la igualtat dels tres primers conjunts esmcn-
tats a l'apartat (a) de l'enunciat.
El fet que aquests conjunts, juntament amb l'operaci6 , constituei-
xin un grup multiplicatiu es consegb ncia immediata de la definici6 de
O i de la Proposici6 6.
Les igualtats dels conjunts de l'apartat (b} deriven directament de
les Proposicions 7 i 8.
Finalrnent, en virtut del Corol•lari 6.1 , 1'isomorfisme entre els grups
multiplicatius (a) i (b) pot esser definit de la manera seguent:
{ (IPab ° Pa'b') } 1PN, Nz
'^ '^ (1,1) 77 (1,1)
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D'altra banda, interpretant les Proposicions 6, 7 i 8 a ZNj, i seguint
un raonament analeg a 1'anterior, horn obte un isomorfisine entre els
grups multiplicatius (c) i (d).
L'isomorfisme entre els grups (b) i (d) es assegurat pel Corol•lari
A.1.2. n
Consequencia immediata de 1'apartat (b) de 1'anterior proposicio es
que qualsevol autoaplicacio (r ° ^Pa'b') pot esser pensada com a com-
posicio d'una aplicacio inversa ^ocrd i l'aplicacio unitaria directa o
be, con) a composicio de l'aplicacio unitaria inversa una aplicacio
directa ^Pc'd'-
Una altra consequencia d'interes practic es que cada autoaplicacio
(,Pa'b ° Pa'b') de ZN, x ZN2 pot esser descomposta en una autoaplica-
cio de ZN, i una autoaplicacio de
.ZN2
. Es a dir, la reordenacio d'ele -
ments subjacent a una operacio bidimensional, com per exemple la
'rFD o la convolucio circular, efectuada via les aplicacions ^Oab, pot
esser descomposta en una reordenaci6 de files i una reordenacio de
colurn nes.
Corol•lari 9.1. l a b 1, d, si i nomes Si:
<a'aO(N1)-1>Nr = <c'cO(N1)-1>N1
<b'bO(N2)-1 >N2 = <d'dO(N2)-1 >N2
Corol•lari 9.2. El nombre d'autoaplicacions de 7LNr x 7LN2 del tipus
('Pab ° ^Pa'b') es ,(N, )(N2 )•
Gracies a la caracteritzacio de les autoaplicacions (,pab
donada per la Proposici6 9, aquestes hereten totes les propietats dels
nombres pertanyents a IPN1 N2 ; en particular, 1'existencia d'elements
inversos respecte a 0 i +. Caracteritzarem a continuacio la forma que
prendran aquests elements invers i oposat, mitjancant un parell de
Proposicions.
Proposicio 10. lab' = 1a b* ' la b'
Corol•lari 10 .1. (lab
')-' = lab
Corol•lari 10.2. lab' = lab
,
si i nomes si (lab,)2 = 1




lab R 1cd lab = 1cd
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Proposicio 14. lab' + 1(N1-a') (N2 b') = 0
Corol•lari 11.1. 1(bl-a) (N2-b) = 1(b1-a)
(N2-b) = N-1 on N pot
prendre els valors N1N2i N, o N2, segons que hom interpreti 1'enunciar
a 7-N1N2, ZN1 0 ZN2.
3.2. Invariants per les autoaplicacions (lpab ° ^Pa'b')
Caracteritzarem a continuacio els elements de ZN1 x ZN2 que ro-
manen invariants per les autoaplicacions ( ^pab 0 ^Pa'b' ). Ens restringirem,
en primer lloc, als elements invariants per una Bola autoaplicacio, i
estudiarem seguidament els comuns a mes d 'una autoaplicacio.
Proposicio 12. Els unics elements n e 7GN invariants per 1'autoaplica-
66 (cpalb 0 ^Oa'b') son els segiients:
n
kN
k = 0,1,.,.(,1ab 1),N)-1
((lab' 1), N)
on N pot esser reemplacat per N1 N2 , N1 o N2 .
Demostracio. n e ZN es invariant per (^pab ° ^Pa'b') nomes si:
na'b, = n
O, per la Proposicio 6:
<1ab, n>N = n
Per tant,
<(1ab, 1) • 1 1 >N = 0
I, consegtientment:
kN
n = , k = 0,1 .... ((1ab' 1), N) 1. n
((1 a b, - 1 ), N)
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Definim ara el conjunt d'invariants per una autoaplicacio (,pab °
va'b') corn:
kN
lab, = I n€ZN:n = - , k = 0,1,...((16.-1),N)
((lab' 1 ), N)
Corol•lari 12.1. La inclusi6 ce conjunts "C" estableix una relacid
d'ordre parcial dins el cojunt { ;•b, } C
C 1 1 n e 7LN: n= k.d, k = 0, - 1 l :de7LN-(d,N) = d
N
C /(ZN )
essent ./(7LN) el conjunt de parts de 77N.
Corol-lari 12.2. la b' = lc d , si i nomes Si:
((lab' - 1), N) _ ((lc'd 1), N).
Corol•lari 12.3. Si (N,2) = 1, flavors Punic invariant global, es a dir,
Punic invariant per totes les autoaplicacions (`pa'b ° 'Pa'b') es n = 0.
Si (N,2) = 2, els unics invariants globals son n = 0 i n = N/2.
El fet que, en els enunciate de la proposicid i corol•laris anteriors, N
pugui esser substituida per N, N2, N, o N2 , to una implicacio interes-
sant: els invariants de ZN, o ZN2 han d'esser interpretats com inva-
riants " relatius", en el sentit que canvien de posicid perb sense moure's
d'una determinada fila o colwnna. Aixf, per exemple, els elements de la
fila 0 canvien de posicid perb mantenint-sc sempre dins la fila 0.
Observeu que aquesta interpretacio no afecta en absolut el nombre
d'invariants globals, que segueix essent l (l'element (0,0)) en el cas que
(Ni N2 , 2) = 1, i 2 en el cas (N, N2, 2) = 2. En aquest darrer cas, i a
causa de la restriccid inicial segons la qual (N, , N2 ) = 1, es verifica que
o be (N, , 2) = 1, o be (N2,2) = I, perb no es poden donar ambdos
casos. Aix f, doncs, els elements invariants seran el (0,0), i el (N,/2, 0) o
be el (0, N2/2).
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3.3. Autoaplicacions (^pab ° IPa'b') subjacents a la TFD i a la convolucio
circular
Estudiarem a continuacio el nombre i tipus de reordenacions d'ele-
ments que es poden donar en avaluar TFD's i convolucions circulars
utilitzant les aplicacions 'Pab •
Definim, en primer floc, el conjunt d'autoaplicacions subjacent al
calcul de la TFD via aplicacions 1Pab
1 = 3 labb*: <a a*N2>N1 = <b b*N1 >N2 = 1
Proposicio 13. Si 1abb* C , lab b* = 1 <a2N2>N1 <b2 N1>N2 =
1 <a*2 N2 >N1 <b*2 N1 >N2.
Demostracio . Suposem l ab b* = 1cd. Pel Corol • lari 9.1,
<a*aO(N1 )-I>N1 = <co ( N1)-1>N1
<b*bO(N2 )- 1>N2 = <dO ( N2)-1 >N2
Aplicant el Corol•lari A.2.1 :
c = <(a*aO ( N1)-I)O ( N1)-1 >N1 = <a*O(N1)-1 a>Ni
d = <(b*bO ( N2)-1)O ( N2)-1>N2
= <
b*O(N2 )- 1 b>N2
1 tenint en compte que <aa*N2>N1 = < bb*N1>N2 = 1,
c = <a2 N2>N1
d = <b2 N1 >N2
Amb que queda demostrada la primera igualtat. Quant a la segona,
suposem que lab*b* = lc' d novament pel Corol•lari 9.1:
<axaO(N1 )- 1>N1 = C'
<b *bO(N2 )- 1 > N2 = d'
I tenint en compte que <aa*N2>N1 = <bb*N1 >N2 = 1:
c' = <a*2 N2>N1
d' = <b*2 N1>N2
Amb que queda demostrada la segona igualtat. n
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<b2 >N2 = <d2 >N2
Corol•lari 13.2. [labb* C .1 lab b* = 1] Si i nomes Si:
<a2 >N1 = <a { 2>N1 = <N2O(N1)-1>N1
<b2>N2 = <b2>N2 = <N^)N2)-1>N2
Proposicio 14. Els quatre conjunts seguents tenen el mater cardinal:
(a) J
(b) (n1 , n2 ) e ZN1 X Y-N2 : n1 = < a2>N1 , n2 = < b2>N2,
aeIPN1,beIPN2}
(c) 11 E ZN1 N2 : 11 = p2 . p e 1PN1 N 2 }
(d) el conjunt quocient { I,,b } /R, essent R la relacio d'equivalencia
definida al Corol•lari 10.3.
Uenlostracio. Clue els conjunts dels apartats ( a) i (b) tenon el mateix
cardinal es consequcncia inlmediata del Corol•lari 13.1. El Corol•lari
A.1.2 assegura la igualtat dels cardinals dels conjunts dels apartats (b) i
(c). Finalment , per definicio de la relacio R, i en virtut del Corol•lari
10.2:
lab R 1cd b
b












1 a 2 b 2 = 1 C 2 d 2 4=*
1
=
Aixb demostra Clue els conjunts dell apartats (b) i (d) tenen el ma-
teiX cardinal. n
[But11. Soc. Cat. Cien .], Vol. V, 1985
CONVERSIO DE TFD's 203




Corol lari 14.2. [labb* = lcdd*,
V
la b*, l^d* e,1 ] Si i nomes
si [1c^ = lab, Va, c c IPN1, Vb, d e IPN2 ]
Aquest darrer corol•lari es interessant perque assegura que hi haura
una unica reordenacio d'elements subjacent al calcul de la TFD via apli-
caclons
^Pab, si i nomes si:
(^Oab ° ^Pa'b') = (,Pa°b', ° IPab),
Va, a'e PNI
Vb,b'eIPN2
Passem seguidament a estudiar el cas de la convolucio circular. De-
finim el conjunt de totes les autoaplicacions subjacents a la realitzacio
d'aquesta operacio via aplicacions 'Pab
= tl lC= I lab, :a= a' i b = b'
Trivialment, doncs, ]'unica autoaplicacio subjacent a l'avaluacio de
la convolucio circular via aplicacions dab es la identitat. En altres parau-
les. no hi ha reordenacio d'elenieiits.
4. CONCLUSIONS
L'objectiu del present treball era d'estudiar possibles implementa-
cions unidimensionals de la TFD i la convoluci6 circular bidimensionals,
que permetessin d'aprofitar els recents desenvolupaments que s'han
produi't en el terreny de 1es tecnologies CCD i SAW, donant hoc a dis-
positius intrfnsecament lineals i extrernament rapids.
En aquesta Ifnia, han estat caracteritzades unes correspondencies
entre representations uni- i bidimensionals de les dades, que permeten
d'efectuar les operations en una o dues dimensions indistintament. La
implernentacio d'aquestes correspondencies es extrernament simple, ja
que consisteix a escombrar la imatge, considerant que en hoc d'un rec-
tangle horn tc un tor (identificant costats oposats) i usant-hi una recta
de pendent adequat perque puguen passar per tots els punts del reticle
obtingut en discretitzar.
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En particular, pel que fa a la TFD, ha estat demostrada 1'existencia
de parelles de correspondencies tals que l'aplicacio d'una d'elles al do-
mini espacial equival a l'aplicacio dc l'altra al domini frequencial.
Aquest resultat permet de dur a terme TFD's bidimensionals mitjancant
una unica aplicacib de 1'algorisme unidimensional, simplement utilitzant
una correspondencia 2D-1 D qualsevol per a transformar la funci.o bidi-
mcnsional en unidimensional; i la seva pareila, per a dur a terme la
transformacio inversa una vegada calculada ja la TFD. Analogament,
una TFD unidimensional pot esser calculada per mitjans bidimensionals.
Ha estat demostrat que l'esforc computational es lleugerament in-
ferior en el cas dc calcular la TFD per mitjans bidimensionals, que en el
cas de fer-ho unidimensionalment, tendint a esser el mateix quan cl
nombre de punts s'apropa a l'infinit.
Quant a la convolucio circular, ha estat demostrat que la mateixa
correspondencia existent entre les representations uni- i bidimensionals
dc dues funcions es la que es dona entrc les representations uni- i
bidimensionals de llur producte de convolucio. Aixo possibilita cl cal-
cul de convolucions circulars bidimensionals coin si es tractes de llurs
honioninles unidiniensionals , simplernent utilitzant una corresponden-
cia 2D-1D qualsevol per a transformar les funcions bidimensionals en
unidimensionals i dur a terme la transfornlacio inversa despres d'havcr
calculat la convolucio unidimensional corresponent. Es clar que, d'una
forma analoga, una convolucio circular unidimensional pot esser calcu-
lada per mitjans bidimensionals.
Ha estat descrita una implementacio unidimensional de la convolu-
cio circular bidimcnsional, que fa us de dispositius lineals (tipus CCD) i
suposa una reduccib del temps de computac16 del 50% respecte a la
seva implementacio bidimensional.
Finalment, les propietats de les autoaplicacions de 7LN r x 7LN2 , re-
sultants dc la coinposicio d'una correspondencia 2D-1D amb una altra
ID-2D, han estat estudiades i ha estat demostrat que el seu conjunt,
juntament amb un productc adientment definit, formen un grup niul-
tiplicatiu isomorf al subgrup dc (7LNr x ZN2 .) format pcls parclls
ordenats d'elements primers amb N, i N2 , respectivament. Consegiien-
cia practica d'aquest resultat es que la reordenacib d'elements subjacent
a la TFD o la convolucio circular bidimensionals, calculades via corres-
pondencies 2D-1 1), pot esser descomposta en una reordenacio de files
i una reordenacib de colunines. Despres de caracteritzar els elements
invariants per aquestes autoaplicacions, hem proccdit a 1'estudi detallat
d'aquelles subjacents a la TFD, i hem demostrat quc n'hi ha tantes corn
elements de ZN1N2 que son quadrats pcrfectcs d'clements primers
amb N, N2.
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Hem efectuat dues aplicacions al Processamcnt Digital d'Imatges,
Puna consistent en la segmentaci6 de la imatge d'una peca mecanica, i
l'altra, en la localitzaci6 dels forats continguts en aquesta pecca. Per raons
d'espai no han estat recollides en el present resum.
En sintesi, les correspondencies 2D-ID possibiliten la implementa-
ci6 unidimensional d'operacions bidimensionals tals com la TFD o la
convoluci6 circular, permetent aixi d'aprofitar la rapidesa de dispositius
unidimensionals desenvolupats darrerament basats en tecnologies CCD
i SAW. Pel fet que els sistemes de visi6 utilitzats en entorns industrials
han de dur a terme el tractament de les imatges en temps real, aquest
sembla un camp adient on explorar amb mes detail, en el futur, els
avantatges i inconvenients derivats de la utilitzaci6 de les correspon-
dencies 2D-1D. El fet que els resultats obtinguts siguin generalitzables
al cas n-dimensional, i en particular al cas de correspodencies 3D-I D,
sembla tambe d'interes, vista factual tendencia a l'estudi i desenvolupa-
ment de sistemes de visi6 tridimensional.
APENDIX A. NOCIONS DE TEORIA ELEMENTAL DE NOMBRES
Un tractament detallat dels teoremes enunciats en el present apen-
dix es troba a Borevitch i Chafarevitch (1967) i Vinogradov (1977).
Proposicio A.1. (Teorema del reste xines). Si n,, n2, . . . nk s6n
nombres enters primers dos a dos, llavors el sistema d'equacions:
{ <x>ni = ri, i = 1,2.... k }
to una soluci6 6nica en Z n, , que es donada per 1'expressi6:
s=I




on Ni = Sn.' i Ui es la soluci6 de l'equaci6 <Ui Ni>ni = 1, Ai =
= 1,2.... k.
Corol•lari A.I. I. Si n,, n2, ... nk s6n nombres enters primers dos
a dos, llavors 1'aplicaci6:
z71n,
s=i
7Lni x Zn2 x...x lLnk
x (<x>nl, <x>n2, ... <x>nk)
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es un isomorfisme d'anells, la inversa del qual es donada per:
7Ln1 x z112 x ... x 7-nk Z7rns
s=1
(r 1 , r2 , . . , r <r1 U1 N1 + r2 U2 N2 + ... rk Uk Nk>?ns
s =1
on Ni i Ui sdn definides com a la Proposicio A.I.
Corol•lari .41.2. Si ill , 112, ... ilk son nombres primers dos a dos,





x (<x>n1 , <x>n2 , ... , <X>nk)
fa correspondre al conjunt IP7Tns C 7Lnns, el conjunt 1P,,1 x IPn2 x ... Pn k
S=1 S=1
El cardinal dels conjunts In, expressat en funcio de "n", es l'anolne-
nada funcio d'Euler ¢ (n).
Proposicio A.2. (Teorema d'Euler): Si (a,n) = 1 , flavors
<aO(n)>n = I.
Corol•lari A.2. 1. Si (a,n) = 1, flavors l ' equacio <ax > 11 = 1 sempre to




Corol•lari A.2.2. Si (a,n) = 1, fl avors l'aplicacio:
Zn - Zn
x <ax>n.
es bijectiva i el subconjunt Pn C Zn es tancat per aquesta aplicacio.
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APENDIX B. COST COMPUTACIONAL DE L'ALGORISME FFT.
Els resultats exposats en el present apendix han estat derivats
seguint les directrius marcades per Brigham (1974), Knuth (1969) i
Savage (1976).
Indicarem per # MC i # SC el nombre de multiplicacions i surnes
complexes, respectivament. El subindex C assenyalara que el vector al
qual horn aplica l'algorisme es complex. Substituint C per R obtindren
les significacions analogues en el cas real.




Tenint en compte que la multiplicaci6 complexa requereix Cl
comput de quatre multiplications reals aixi com dues sumes tambe
reals, i que cada suma complexa requereix dues sumes reals, resulta
Clue:
# MRC = (2n - 4) N - 4
#SRC = (3n2)N-2
Si la funci6 de la qual horn vol calcular la TFD es real, llavors horn
pot aplicar 1'algorisme FFT d'una forma mes eficient que purament
posant a zero la part irnaginaria. Cal nomes definir un vector complex
que tingui part real igual als elements d'index parell i part imaginaria
igual als elements d'index senar, i tenir en compte que la part real
d'una TFD es sempre simetrica (ja que depen de la funci6 cosinus),
mentre que la part imaginaria es sempre antisilnetrica (perque depen
de la funci6 sinus). La TFD de longitud N queda aixi reduida a una
TFD de longitud N/2 mes una certa reordenaci6 final de les dades.
# MRR = (2n - 3)
N
2
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